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1 はじめに
1.1 研究背景
レーザー冷却や蒸発冷却等の実験技術を組み合わせて数 100nK程度の極低温まで冷却さ
れた原子集団のことを冷却原子気体と呼ぶ．極低温の状態では量子力学の効果が顕著に現れ
ることに加え，冷却原子系は粒子間相互作用の強さをはじめとした様々なパラメーターを精
密に制御することができるため，物性物理学で研究されている多体系などを冷却原子系で模
倣し，その複雑な振る舞いを実験的に調べる量子シミュレーションなどの研究も行われて
いる．一方，電子系における多くの興味深い現象は、系に電場や磁場、スピン軌道相互作用
(Spin-Orbital-Coupling，以下 SOC)がある時に発現する．特に SOCはスピンホール効果や
トポロジカル絶縁体，トポロジカル超伝導などの興味深い現象を引き起こす [1, 2, 3, 4, 5]．
そのため，SOCを持つ冷却原子系を作り出すことができれば，SOCに起因する多粒子系の
量子現象を実験的に調べることができる．しかし，冷却原子に用いられる原子は電荷を持
たない中性粒子であるため，外部磁場との結合や SOCなどを持った冷却原子系を作ること
は困難であった．しかし 2009 年，NIST(National Institute of Standards and Technology) の
実験グループが原子にゲージ場を合成することに成功した [6]．このゲージ場は外部磁場に
よって生じるものではなく，磁場中の原子とレーザーを結合させることによって人工的に発
生させたゲージ場であることから，人工ゲージ場と呼ばれる．そしてこの人工ゲージ場を応
用することで冷却 Bose原子系に対して磁場 [7]，電場 [8]，SOC[9]をそれぞれ合成すること
が可能となった．
なお，ここで実現された SOC は線形な運動量とスピンの結合としてハミルトニアンに
p · σ の形で現れるので，線形ということを強調して Spin and Linear-Momentum coupling
(SLM)と呼ばれる．特に最近では，原子の超微細構造をラマンレーザーを用いて結合させる
ラマン遷移を利用し [16]，実験的にも冷却原子系に合成する SLMを非常に精密に制御する
ことが可能になっている．
その一方で，近年新たに　 L · σ の形をしたスピンと角運動量を合成させたスピン軌道相
互作用（Spin and Orbital-Angular-Momentum coupling : SOAM）が重要視され，研究され
ている [10, 11, 12, 13, 14]．これらの先行研究では，Laguerre-Gaussianレーザー (以下 LG
レーザー)[17, 18, 19]を用いることでリング状にトラップされた BECに対してラマン遷移
を誘起させ，SOAMを合成させている．また，昨年 LGレーザーを用いて SOAMを持つス
ピン 1 の Bose 原子系を作り出す実験が成功した [15]．その一方で，SOAM を持つスピン
1/2の Bose原子系についてはまだ実現されていない．本研究ではスピン 1/2をもつ BECに
対してスピン軌道相互作用が SLMの形で与えられる場合と SOAMの形で与えられる場合
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について，変分法を用いて各々の基底状態の相図を解析した．
1.2 論文構成
論文の構成は以下の通りである．まず 2章にて BECに人工ゲージ場と SLMを合成する
理論について説明した．次の 3章では SLMを持った多体 Bose系の基底状態について解析
した．ここでは変分法を用いて解析を行い，相図の作成を行った．次の 4章ではリング状に
トラップされた BEC について SOAM を合成させ，3 章と同様に解析した．最後の章では
SLMを持った BECと SOAMを持った BECの相図について解析した結果をまとめ，今後
の展望を述べる．
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2 人工ゲージ場とスピン軌道相互作用
冷却原子系で用いられる粒子は中性であるために，粒子とゲージ場との結合はなく，スピ
ン軌道相互作用も実現しないと考えられていたが，2009年，NISTの実験グループは中性原
子を用いた冷却原子系に人工ゲージ場を結合することに成功した [6]．また，2011年にはそ
れを応用してスピン軌道相互作用（以下 SOC）を冷却原子系に合成することにも成功してい
る [9]．この章では人工ゲージ場および SOCを BECに合成する理論について，NISTの実
験に沿って説明する．また，以下では粒子の質量 mとディラック定数 ℏについて m = ℏ = 1
として議論を進める．
2.1 人工ゲージ場
NISTの実験では 87Rb原子の BECを用いて一様なゲージ場の合成を実現した．87Rb原子
はスピン 3F = 1を持ち、外部から磁場をかけることで 3つの超微細構造 |1,−1〉 , |1, 0〉 , |1, 1〉
にゼーマン分裂する．この原子に x軸方向に沿って対向伝搬する 2本のレーザーを照射する
ことで，原子の超微細構造 |1,−1〉と |1, 0〉および |1, 0〉と |1, 1〉の間にラマン遷移を誘起する
ことができる (図 2.1)．準位間がラマン結合した原子のハミルトニアンの x成分は以下の式
H =

k2x
2 + ϵ1
Ω
2 e
2ik0x 0
Ω
2 e
−2ik0x k2x
2
Ω
2 e
2ik0x
0 Ω2 e
−2ik0x k2x
2 − ϵ2
 (2.1)
によって与えられる．ここで k0 = 2piλ はレーザーの波数，Ωはレーザー強度，ωはレーザー
の振動数，δωは 2本の対向レーザーの角振動数の差を表している．また，mは原子の質量，
対角項に現れる離調パラメータ ϵ1, ϵ2 は各々 ϵ1 = ∆1 + δω + ∆2，ϵ2 = ∆1 + δω − ∆2 と書け，
∆1 は一次のゼーマンエネルギー，∆2 は二次のゼーマンエネルギーを表す．
ここで，ユニタリー変換
U =
e
−2ik0x 0 0
0 1 0
0 0 e2ik0x
 (2.2)
をハミルトニアン (2.1)に適応させると
H ′ = UHU† =

(kx+2k0)2
2 + ϵ1
Ω
2 0
Ω
2
k2x
2
Ω
2
0 Ω2
(kx−2k0)2
2 − ϵ2
 (2.3)
となる．ただし，kx = −i∂x は演算子である．対角項の運動量が 2k0 だけ異なるのは，ラマ
ン遷移の際に対向レーザーによって励起と脱励起を誘起させられているからである．原子の
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図 2.1: (a) 人工ゲージ場を生成するために NIST が行なった実験の概略図．BEC の気体に
対してラマンレーザーを x軸方向に，外部磁場を z軸方向にかけている．(b)原子の超微細
構造と状態間のラマン結合の概略図．ラマンレーザーを介して状態 |1,−1〉 と |1, 0〉 および
|1, 0〉と |1, 1〉が結合している．
各状態はラマンレーザーによって励起する際に k0 の運動量を持った光子を受け取り．脱励
起の際に逆方向に −k0 の運動量を持った光子を放出する．そのため，各状態の運動量は 2k0
だけずれている．
ここで求めたハミルトニアン (2.3)を対角化することで得られる一粒子のエネルギー分散
関係を図 2.2に示す．図 2.2(a)は２つのパラメータ ϵ1，ϵ2 をゼロに、(b)は 2つのパラメー
タを有限の値に，(c)は ϵ1 のみを有限の値とし，ϵ2 の値をゼロに近づけた場合の分散関係を
表す．この分散関係から，レーザーパラメータ ϵ1 と ϵ2 を制御することで最低エネルギーブ
ランチの最小値が 1個の状態から 3個が重なり合った状態まで調整することが可能であるこ
とが分かる．特に極低温において，(b)のように最小値が有限の波数の値 1つでかつ他の極
小値がそこから大きく分離している場合，その有限の波数 kmin 近傍のみが物理的に重要にな
る．この場合の系の最低エネルギーの振る舞いは有効ハミルトニアン
He f f = (kx − kmin)
2
2
(2.4)
で表すことができる．ここで固有状態は |1,−1〉 , |1, 0〉 , |1, 1〉が光によって結合したドレスド
状態となっている．この式は，一様なベクトルポテンシャル A中を運動量 p，電荷 qで運
動する荷電粒子のハミルトニアンの式
H = (p − qA)
2
2
(2.5)
と類似している．つまり，kmin を人工的なベクトルポテンシャルと見なすことで，系全体に
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図 2.2: ハミルトニアンの式 (2.3)を対角化することで得られる分散関係．太線は最低エネル
ギーのブランチを表す．3つの図はそれぞれ (a) ϵ1 = ϵ2 = 0の場合，(b) ϵ1, ϵ2 > 0の場合，
(c) ϵ1 > 0，ϵ2 ≃ 0の場合の分散関係と対応している．3つの図から、離調パラメータ ϵ1 お
よび ϵ2 の値を制御することで左右の極小値を上下にずらすことが可能だとわかる．
一様なベクトルポテンシャルが生じていると考えることができる．このように人工的に作り
出したゲージ場のことを人工ゲージ場と呼ぶ．
2.2 スピン軌道相互作用の合成
人工ゲージ場を合成した実験のセットアップを変えずにパラメーターの値のみを調整する
ことで，BECに人工的な磁場と SOCを同時に合成することができる [9]．以下ではその方
法と理論について説明する．
外部磁場とレーザーの周波数を制御することで，ゼーマンエネルギーと離調パラメータを
∆1 + δω ≃ ∆2 となるように調整する．このとき，離調パラメータは各々 ϵ1 ≃ 2∆2，ϵ2 ≃ 0と
なる．この場合の分散関係を図 2.2(c)に示した．図 2.2(c)から分かる通り，十分低温であ
れば |1, 0〉と |1,−1〉の状態と比べて |1, 1〉の状態はエネルギーが高い極値であり，低エネル
ギーの振る舞いを議論する際には無視することができる．従って，系を |1, 0〉と |1,−1〉の 2
準位系と見なすことで低エネルギー有効ハミルトニアンを
h =
 k2x2 + ϵ22 Ω2 e2ik0xΩ
2 e
−2ik0x k2x
2 − ϵ22
 (2.6)
と表すことができる．この式は式 (2.1) のエネルギーの基準を ϵ22 だけずらしてある．人工
ゲージ場のハミルトニアンを求めたときと同様にユニタリー変換
U =
(
e−ik0x 0
0 eik0x
)
(2.7)
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図 2.3: SOC を持つスピン 1/2 の Bose 系の分散関係．太線は最低エネルギーブランチを表
す．3つの図は各々 (a) Ω = 0，(b) 0 < Ω < 4E0，(c) 4E0 < Ωに対応している．Ω < 4E0 の
場合には 0 < kx < k0 の有限の値に極値を 2つ持ち，4E0 < Ωの場合には運動量ゼロが極値
になることが分かる．
を適用してハミルトニアンの表示を変えると，
h′ = Uh′U† =
 (kx+k0)22 + ϵ22 Ω2Ω
2
(kx−k0)2
2 − ϵ22

=
(kx + k0σz)2
2
+
Ω
2
σx +
ϵ2
2
σz (2.8)
となる．ここで，σx および σz は 2 × 2のパウリ行列である．このハミルトニアンの第一項
を展開して得られる kxσzの項は電子の運動量とスピンの積であり、この項がスピン軌道相互
作用を表している．第二項，第三項はスピン σ をもつ電子に対して磁場 B = (Ω/2, 0, ϵ2/2)
がかかることによるゼーマン項とみなすことができる．これらより，式 (2.8)は外部磁場中
を運動する SOC を持った 1 電子ハミルトニアンと類似していることがわかる．このよう
に，原子の 2 つの内部状態をアップスピンとダウンスピンのようにみなせる系はスピン 12
の Bose系と呼ばれる．以上が BECに対して人工的な磁場と SOCを合成するための理論で
ある．
ϵ2 = 0を仮定し，式 (2.8)を対角化することでエネルギー固有値は
E± =
k2x + k
2
0
2
±
√(
k0kx
m
)2
+
Ω2
4
(2.9)
と求まる．この結果を E0 = k20/2 をエネルギーの単位として無次元化し，図示したのが図
2.3である．図から，Ωの値が 4E0 よりも小さい場合には基底状態は 0 < kx < k0 の範囲で
有限の運動量を持って二重に縮退し，逆に 4E0 < Ωの時は運動量がゼロで縮退もないこと
が分かる．
7
3 スピン軌道相互作用を持ったスピン 12 BECの基底状態
2章で扱った方法によって SOCを用いた多体 Bose系の基底状態は先行研究で扱われてお
り，異なる 3つの相が現れることがわかっている [21, 22]. この章ではその具体的な計算手
法と結果を説明する．また，今回新たに求めたスピン間相互作用の大きさを変えた場合の基
底状態の相図についても解析する．
3.1 多体 Bose系
式 (2.8)に対応した，SOCを持った１粒子のハミルトニアンを
hso =
(px + k0σz)2
2
+
p2y + p
2
z
2
+
Ω
2
σx +
δ
2
σz (3.1)
とする．k0 はレーザーの波数を，Ωはレーザーの強度，δは離調を表している．これらの値
はすべて実験的に制御可能なパラメータである．p は粒子の運動量，m は質量を表してい
る．絶対零度におけるスピン 1/2の多体 Bose系のハミルトニアンは平均場近似と 1粒子ハ
ミルトニアンの結果を用いて
H =
∑
j
hso( j) +
1
2
∑
α,β
∫
drgαβ|ψα(r)|2|ψβ(r)|2 (3.2)
で与えられる．ここで，ψはボソンの波動関数，α，βは擬スピン ↑, ↓を表すインデックス，
gαβ は擬スピン α, β間での結合定数であり，外部ポテンシャルの影響は無視している．
粒子間相互作用が十分に小さいとき，変分法に用いる基底状態の変分波動関数は
Ψ =
(
ψ↑
ψ↓
)
(3.3)
=
√
n
[
C+
(
cos θ
− sin θ
)
eik1x +C−
(
sin θ
− cos θ
)
e−ik1x
]
(3.4)
と考えることができる．ここで，n = NV はボソンの平均粒子密度であり，N は粒子数，V は
系の体積，C±，θ，k1 は変分パラメータである．また，規格化条件として
∫
drΨ†Ψ = N，つ
まり |C+|2 + |C−|2 = 1を課す．この変分波動関数は，各スピン成分の波動関数が波数 k1 の平
面波と波数 −k1 の平面波の二成分の重ね合わせで表せることを仮定している．変分パラメー
タの値はエネルギー汎関数に変分波動関数を代入し最小化することで求まる．エネルギー汎
関数は式 (3.2)より，
E(ψα, ψβ) =
∫
dr
[
Ψ†hsoΨ +
g↑↑
2
|ψ↑|4 + g↓↓2 |ψ↓|
4 + g↑↓|ψ↑(r)|2|ψ↓(r)|2
]
(3.5)
8
図 3.1: (a)SLM を持つスピン 1/2 の Bose 系における基底状態の相図．赤線は相 I-II の相
転移を，青線は相 II-III 間の相転移を，緑線は相 I-III の相転移をそれぞれ表している．な
お，各値については E0 = k
2
0
2，nc =
k20
2γg を用いて規格化している．また，(b)n < nc および
(c)n > nc においてはそれぞれ | 〈σx〉 |，| 〈σz〉 |の値を求めた．緑の実線が | 〈σx〉 |，青い実線が
| 〈σz〉 |である．
で与えられる．以下では相互作用はスピン対称性を保っていると仮定し，相互作用パラメー
タと離調について，g↑↑ = g↓↓ = g，δ = 0を仮定する．
まずはエネルギー汎関数をパラメータ k1 について最小化する．式 (3.4)を式 (3.5)に代入
し，k1 で微分することで極小値を取る条件を調べると，cos (2θ) = k1/k0 が得られる．この
関係式を利用しボソンの 1粒子あたりのエネルギーを求めると，
E
N
= E0 − Ω2k0
√
k20 − k21 −
k21
2k20
F(β) +G1(1 + 2β) (3.6)
となる．ここで，無次元のパラメータ β = |C+C−|2（0 < β < 1/4），相互作用のパラメータ
4G1 = n(g + g↑↓)，4G2 = n(g − g↑↓)を導入した．また，βの関数として
F(β) = (k20 − 2G2) + 4(G1 + 2G2)β (3.7)
を定義した．この操作によって変分パラメータは β，k1 となった．
まず k1 について最小化を行うことで，Ω > 2F(β)であるときは k1 = 0，Ω < 2F(β)であ
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るならば
k1(β) = k0
√
1 − Ω
2
(2F(β))2
(3.8)
となることがわかる．βについてエネルギーを最小化すると，エネルギー汎関数がβの一次
式であることから β = 0もしくは β = 1/4となる．
以上の結果を用いて式 (3.5)の相図を作成することで図 3.1を得る．縦軸はレーザー強度
Ω，横軸は粒子密度 nとした．この相図から，ボソンの基底状態は 3つの異なる相で特徴付
けられることが分かる．
相 Iは，β = 1/4かつ k1 , 0の相である．この相では |C+|2 = |C−|2 = 1/2となるので，全
ボソンの半分が有限の波数 k1 を持ち，残りの半分が波数 = k1 を持って縮退している．さら
に，この相の位置 xにおける粒子密度を計算すると
n(x) = n
1 + 2√β
√
1 − k
2
1
k20
cos (2k1x + φ)
 (3.9)
となる．φは C+ と C− の位相差である．ここから分かるように，相 Iでは密度が x方向に
周期的に空間変化する．そのため，この相は一般にストライプ相と呼ばれる．
相 IIは，β = 0かつ k1 , 0の相である．この相では |C+|と |C−|のどちらか一方が 1，も
う一方がゼロとなるため，全ボソンが有限の波数 k1(-k1)のみを持って凝縮している状態と
考えられる．この相は β = 0 のため密度は一定であり，有限の波数を持った平面波の相で
ある．
相 IIIは β = 0，k1 = 0の相である．この相では全てのボソンが運動量がゼロで凝縮して
いる．この相は相 IIと同様に密度一定であり，かつ運動量がゼロの相である．
次に，この相図におけるスピンの偏極を考える．変分波動関数を用いて各々の期待値を求
めると，
〈σx〉 = −
√
1 − k
2
1
k20
(3.10)
〈σz〉 = k1k0
√
1 − 4β (3.11)
となる．この結果を用いて図 3.1(b),(c) を求めた．特に，(b) は n < nc，つまり相 I→
相 II→ 相 III の転移を，(c) は n > nc，つまり相 I→ 相 III の転移を表している．相 I
においては 〈σx〉，〈σz〉 ともにほぼゼロである．これは，β = 1/4 より，|ψ↑|2 = |ψ↓|2 =
1
2 +
1
2
√
1 − k21k20 cos (2k1x + φ)，つまり位置によって値は異なるがアップスピンとダウンスピ
ンが同数存在するためその期待値がゼロとなることが原因である．一方相 IIIは，Ωが十分
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図 3.2: SOC を持つスピン 1/2 の Bose 系における基底状態の相図．赤線は相 I-II の相転移
を，青線は相 II-III間の相転移を表している．g↑↓ ≤ gの領域では Ωの値を大きくしていく
ことで相 I→相 II→相 IIIと相転移していくことが分かる．一方で、g < g↑↓ の領域におい
ては相 Iは出現せず，相 II→相 IIIの相転移のみが起こり得る．右図は nの値を 1.5倍にし
た図である．相 I，相 IIIの領域が広がり，相 IIの領域は縮小していくことが分かる．
に大きいときに現れる相である．ここで式 (3.1)を振り返ると，Ωは x方向に働く磁場のよ
うな項であることが分かる．この場合には，エネルギーにおける Ωの寄与が十分に大きい
とき，〈σx〉は負の大きい値，つまり 〈σx〉 = −1をとることがエネルギーが一番低くなる条件
である．相 III と同様の理由から，相 II では Ω が大きくなるにつれて 〈σx〉 = −1, 〈σx〉 = 0
に向かっていく．ただし相 IIの区間は Ω < 2F(0) (つまり k1 , 0)であるため，〈σz〉はいき
なり-1になることはできず，徐々に近づいていくこととなる．
次に，レーザーパラメータ Ωとスピン間の相互作用パラメータ g, g↑↓ の比を用いて相図を
作成した (図 3.2)．この場合も同様に 3つの相が現れた．ただし，相 Iは g < g↑↓ の区間で
は出現しない．これは，相 Iがアップスピンとダウンスピンが同数存在する相であることが
原因である．同種スピン間に働く相互作用の方が異種スピンに働く相互作用よりも小さいの
であれば，粒子は同じスピン状態を取る方がエネルギー的に安定する．つまり，異種スピン
間に働く相互作用が，g↑↓ < gを満たすほど小さい場合にのみ相 Iのようなスピンの混在し
たストライプな相が生じると考えられる．
図 3.2の右図は，左図の粒子密度 nを 1.5倍した結果である．左右の図を比べると，g > g↑↓
の範囲では，粒子密度を増やすことで相 Iと相 IIIが広がり，相 IIが縮小するという結果が
得られた．その一方で，g < g↑↓ の範囲では逆に相 IIの領域が拡大している．
まず，g > g↑↓ において相 Iが広がり相 IIが縮小する現象について考える．Ωの値が十分
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に小さい時，式 (3.8)の結果から k1(β)の値は k0 に近い．この時，ハミルトニアンは ±k0 の
波数を持った粒子が同数存在する場合が一番エネルギー損失を抑えられる．その一方で，Ω
の値が大きくなるにつれて k1 の値は k0 から離れてしまい，その結果波数が k1(−k1)の片方
だけを持つ状態の方がエネルギーが低くなる．これが Ωを大きくすると相 I→相 IIの転移
が起こる理由である．しかし，粒子密度 n の値が大きくなるとこの均衡がずれることにな
る．これは粒子密度が増えれば増えるほど粒子間相互作用の寄与が大きくなり，逆に Ωの
寄与は小さくなるからである．つまり粒子密度が上がると Ωの寄与が小さくなり，その分
だけ相 I→相 IIへの転移にはより大きな Ωの値が必要となり，結果相 Iの領域が拡大する．
次に g < g↑↓ において相 IIの領域が拡大する理由について述べる．これらについては，式
(3.6)から理解できる．相 II，相 IIIはどちらも β = 0であるため，式 (3.6)は
E相 II
N
= E0 − Ω2k0
√
k20 − k21 −
k21
2k20
(k20 − 2G2) +G1 (3.12)
E相 III
N
= E0 − Ω2 +G1 (3.13)
となる．g < g↑↓ の区間では粒子密度に比例する項 G2 の値は常に G2 = n(g − g↑↓)/4 < 0と
負になる．つまり，β = 0の条件下においては粒子密度が大きければ大きいほどエネルギー
が低くなる相 IIが優勢であり，相 IIIは縮小していくと考えられる．ただし，元の変分波動
関数が粒子間相互作用があまりにも大きい場合を仮定していないので注意が必要である．
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4 リング状にトラップされた Bose-Einstein凝縮体
前章では SOC の形としてスピンと線形な運動量とのカップリングについて議論したが，
この章ではスピンと角運動量のカップリングによる相互作用 (SOAM) について議論する．
また，ここでは粒子の質量 mとディラック定数について m = ℏ = 1として議論を進める．
4.1 1粒子 Bose系
基本的な理論については 2章にて扱った内容と同じである．つまり，トラップされた BEC
にレーザーを照射することでラマン遷移を誘起し，各レーザーパラメータと外部磁場を調整
することで 2準位系を作り出す (図 4.1)．ただしここで使用するのは高次のラゲール・ガウ
シアンレーザー (以下 LG レーザー) であり，BEC はリング状にトラップされる．LG レー
ザーをラマン遷移に利用するのは，BECに対して直接角運動量を与えることができるから
である [17, 18, 19, 20]．レーザーの強度は位置 r の関数として
Ω j(r) = Ω0, j
 √2r
ω
|l j | exp (− r2
ω
+ il jφ + ikzz
)
(4.1)
で与えられる．ここでは円筒座標系 (r, z, φ) を用いており，Ω0, j はレーザー強度に比例す
るパラメータ，ω はビーム幅，l j は角運動量を表す指数である．ここでは LG レーザー
は逆向きの角運動量を持っていると仮定し，l1 = −l2 = l とする．2 つの状態間のラマン
結合は，レーザーの強度を表すパラメータ Ω˜ と空間的な分布を表す関数 f (r) を用いて
Ω1Ω¯2 = (Ω˜/2) f (r)e−2ilφ と表すことができる．
以上を踏まえて，2準位がラマン結合した状態の 1粒子ハミルトニアンは以下の式
h0 =
−∇22 ＋ δ2 Ω˜2 f e−2ilφΩ˜
2 f e
2ilφ −∇22 − δ2
 (4.2)
で与えられる．δは離調を，∇は円筒座標系の微分演算子を表しており，外部ポテンシャル
による影響は無視している．ユニタリー変換
U =
(
e−ilφ 0
0 eilφ
)
(4.3)
をハミルトニアンに適用させて整理すると
h′0 = UHU† =
1
2r2
[
−(r∂r)2 + L2z − 2lLzσz + l2
]
− ∂
2
z
2
+
Ω˜
2
f (r)σx +
δ
2
σz (4.4)
となる．ただし，Lz = −i∂φ は z軸方向の角運動量演算子であり，σx，σz は 2× 2のパウリ行
列である．最右辺第三項の Lzσz は L · σ の z成分であり，式 (2.8)の線形な運動量とスピン
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図 4.1: (a) SOAMを合成するための実験の概略図．円筒座標系にて，リング状にトラップさ
れた BECに対して逆向きの角運動量を持った LGレーザーを z軸方向に沿って照射し，ラ
マン遷移を誘起させる．(b)原子のエネルギー状態を 2準位系とみなし，状態間のラマン遷
移を誘起させた概略図．LGレーザーを介して状態 |↑〉と |↓〉が結合している．
の積の項と類似していることから，角運動量とスピンの結合による相互作用 (SOAM) を表
している項であることがわかる．
次に，リング状にトラップされていることを考慮してハミルトニアンを変形していく．
BECが半径 Rのリング状にタイトトラップされていると仮定すると，z軸方向ならびに r方
向のエネルギーは積分に寄与しない．よってリング状にトラップされた BECの基底状態の
ハミルトニアンは
hring0 = −
∂2φ
2R2
+
Ω
2
σx +
(
il∂φ
R2
+
δ
2
)
σz (4.5)
となる．ここで，Ω = Ω˜ f (R)とした．[hring0 , Lz] = 0であるため，h
ring
0 の固有状態は軌道角
運動量の固有状態 |m〉と一致する．ここで，mは −l ≤ m ≤ lを満たす整数である．これを用
いて式 (4.5)を対角化しエネルギー固有値を求めると
E± = m2 ± 12
√
(4lm − δ)2 + Ω2 (4.6)
と求まる．この結果は E0 = 1/2R2 をエネルギーの単位として無次元化した，式 (4.6)の最低
エネルギー分散を図示したものが図 4.2である．
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図 4.2: SOAMを持った 1粒子ハミルトニアンから求めた最低エネルギーの分散関係．(a)か
ら (d)の順に Ω = 20，Ω = 30，Ω = 35，Ω = 40と Ωの値を大きくしている．また，離調 δ
はゼロ，l = 3とした．青い点は各分散関係におけるエネルギーの最低値であるが，横軸の
mは離散的に整数値を取るので，エネルギーの最小値が極値になるとは限らない．
4.2 多体 Bose系
基底状態に置けるリング状にトラップされたスピン 1/2多体 Boseハミルトニアンは，式
(4.5)と平均場近似時を用いて
H ring =
∑
j
hring0 ( j) +
1
2
∑
α,β
∫
drgαβ|ψα(r)|2|ψβ(r)|2 (4.7)
で与えられる．ψはボソンの波動関数，α, βはスピン ↑, ↓を表すインデックス，gαβ はスピ
ン α, β間での結合定数である．
変分法に用いる基底状態の変分波動関数は，二成分の平面波の重ね合わせで表現できると
仮定して
Ψ =
(
ψ↑
ψ↓
)
(4.8)
=
√
N
2pi
[
C+
(
cos θ
− sin θ
)
eimφ +C−
(
sin θ
− cos θ
)
e−imφ
]
(4.9)
を用いる．nはボソンの平均粒子密度であり C±，θ は変分パラメータである．また，規格化
条件として
∫ 2pi
0 dφΨ
†Ψ = N，つまり |C+|2 + |C−|2 = 1を課す．変分パラメータの値はエネル
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ギー汎関数に変分波動関数を代入し最小化することで求まる．エネルギー汎関数は式 (4.7)
より，
Ering =
∫
dφ
[
Ψ†hring0 Ψ +
g↑↑
2
|ψ↑|4 + g↓↓2 |ψ↓|
4 + g↑↓|ψ↑(r)|2|ψ↓(r)|2
]
(4.10)
で与えられる．以下では相互作用はスピン対称性を保っていると仮定し，相互作用パラメー
タと離調について，g↑↑ = g↓↓ = g，δ = 0を仮定する. 以上をまとめると，ボソン 1粒子当た
りのエネルギーは
E
N
= m2 − 2ml cos 2θ − Ω
2
sin 2θ +
1
2
(G1 + (1 − 4β)G2)
+
sin2 2θ
4
(βG1 − 2(1 − 4β)G2) (4.11)
となる．ここでは無次元のパラメータ β = |C+C−|2(0 ≤ β ≤ 1/4) と相互作用のパラメータ
G1 = n(g + g↑↓)/4,G2 = n(g − g↑↓)/4を定義した．式 (4.11)は βの一次関数なので，βに関
して最小化を行うと βの係数によって β = 0もしくは β = 1/4と決まる．方位角 φにおける
粒子密度は
n(φ) = n
[
1 + 2
√
β sin 2θ cos (2mφ + α)
]
(4.12)
となるので，β = 0のときは粒子密度一定の平面波相，β = 1/4のときは粒子密度が角度方
向 φに沿って周期的に空間変化することがわかる．つまり，線形な運動量を考えた場合（3
章）と同じく基底状態の相図は平面波の相とストライプな相で特徴付けることができると分
かる．
以上を踏まえて，数値計算を用いて変分パラメーターの値を決定することで，図 4.3が得
られる．ただし，l = 3を仮定した．
相 I は β = 1/4 であり，密度が周期的に空間変化するストライプな相である．図
4.3(b),(c),(d) から，この相では |m| = 3 である．ここで，相 I における 1 粒子当たりの
エネルギーは
E相 I
N
= m2 − 2ml cos 2θ − Ω
2
sin 2θ +
1
2
G1 +
sin2 2θ
16
G1 (4.13)
であり，また数値計算の結果から θの値は非常に小さくなることがわかっている．つまり相
Iにおけるエネルギーに対する寄与が大きい項は m2 − 2ml cos 2θ + 12G1 となる．この式は m
の二次式であり，最小値は |m| = l cos θ のときである．相 Iにおいては θ の値が非常に小さ
いので，エネルギーが最小となるのは |m| = l のときである．以上より，相 I では |m| の値
は l に近い方がエネルギーが低くなるため，|m| = l となることが分かる．また，相 I では
| 〈σz〉 | = 0となっている．これは SLMの場合 (3章)と同様に，β = 1/4，つまり |ψ↑|2 = |ψ↓|2
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であることから，アップスピンとダウンスピンが完全に同数存在し，その期待値を求めると
打ち消し合ってしまうためである．また，ストライプな相は g > g↑↓ の領域にしか現れない．
これについては直感的に理解できる．g < g↑↓ であるならば，つまり同種スピン間に働く相
互作用が小さいならば，粒子は同じ向きのスピン状態を取る方がエネルギーが低くなり，安
定した状態となる．そのため，アップスピンとダウンスピンが同数存在するストライプな相
は現れない．
β = 0かつ全ボソンが 0 < m ≤ lを満たす mの値を 1つだけ持って凝縮しているのが相 II
である．相 IIは mの値によってさらに相分離するので，II(m)と表記した．相 IIの mの値
については，1粒子のエネルギー分散関係を示した図 4.2(a)，(b)，(c)から分かるように Ω
の値を大きくすると mの値は小さくなることと対応している．また，Ωは式 (4.5)から x軸
方向にかかる磁場と見なすことができるため，Ωの値を大きくするにつれて | 〈σx〉 |の値は
大きくなる．相 II(3)→相 II(2)，相 II(2)→相 II(1)の転移については図 4.2からも分かるよ
うに，mが離散的な値しか取らないために飛び飛びの転移となる．
相 IIIは β = 0かつ全ボソンがm = 0で凝縮している相である．この相では常に | 〈σz〉 | = 0
であるが，| 〈σx〉 | = 1となることから |m| = 3かつ | 〈σx〉 | = 0である相 Iとは異なる相であ
ることが確認できる．図 4.3(a) の黒の点線はこの相 I と相 III の境界を表している．相 III
において | 〈σx〉 |が常に 1であるのは，式 (4.5)において x方向の磁場と見なすことができる
レーザーパラメータ Ωの値が相 IIIの領域では大きいため，x方向に強い磁場がかかってい
ると場合に対応しているからである．
図 4.3(e)，(f)は各々 (a)の粒子密度 nを 1/2倍，10倍にした図である．(e)→(a)→(f)の順
に図を比較すると，粒子密度を増やすことで g > g↑↓ においては相 I，相 IIIの領域が広がり，
相 IIの領域は縮小していく傾向があることが分かる．これについては SLMを合成した場合
と同様に考えることができる．まず，Ωが小さい領域では |m|は lに近い値を持つ (図 4.2参
照)．このとき粒子は角運動量 ±lの平面波が同程度存在する状態を取るのがエネルギーが低
い状態である．ここで，粒子密度 nが増えるにつれて粒子が相互作用をする対象が多くなる
ため，相互作用によるエネルギーの寄与は大きくなる．粒子間相互作用によるエネルギーへ
の寄与がレーザー強度 Ωによる寄与よりも大きくなることで，相 Iの状態を崩すために必要
なレーザー強度 Ωの値が大きくなり，その結果として相 Iと相 IIの相境界がシフトするよ
うな図の傾向が得られたと考えられる．
その一方で，g < g↑↓ の区間では相 IIは拡大されている．これについては，相 IIと相 III
の一粒子あたりのエネルギー
E相 II
N
= m2 − 2ml cos 2θ − Ω
2
sin 2θ +
1
2
G1 +
1
2
G2 cos2 2θ (4.14)
E相 III
N
= −Ω
2
sin 2θ +
1
2
G1 (4.15)
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から理解できる．粒子密度 nを変化させたときの相 IIと相 IIIのエネルギー変化の差は相 II
の一番後ろの項 12G2 cos2 2θ 次第である．g < g↑↓ の区間では G2 = n(g − g↑↓)/4の値は常に
負であり，G2 の値が大きくなればなるほど相 IIのエネルギーは相 IIIよりも低くなる．そ
のため，g < g↑↓ の区間では粒子密度を大きくするにつれて粒子は相 IIの状態でいる方がエ
ネルギー的に安定となり，その領域は広がっていく傾向がある．ただし，レーザー強度 Ωの
寄与が粒子間の相互作用の寄与よりも大きくなると，最終的に相 IIIへと転移する．
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図 4.3: (a)SOAMを持ったリング状にトラップされた Bose原子系の基底状態の相図．縦軸
はレーザーパラメータ，横軸は同種スピン間相互作用と異種スピン間相互作用の比率であ
り，l = 3である．また，相 Iはストライプ相，IIIは運動量ゼロの平面波相である．有限な
波数を持った相 IIは mの値によって 3相に分離しているので，相 II(m)と表記した．基底
状態の m，| 〈σz〉 |，| 〈σz〉 |について，(b) gg↑↓ = 0.9，(c)
g
g↑↓ = 1.15，(d)
g
g↑↓ = 1.3の場合につい
て調べた．(a) の相図中の白い縦線はそれぞれ gg↑↓ = 0.9，1.15，1.3 の位置と対応している．
また，(b)，(c)，(d)ではそれぞれ赤い実線が mの値，青い実線が | 〈σz〉 |の値，緑の実践が
| 〈σz〉 |の値を表している．
(e)は粒子密度を 1/2倍に減らし，逆に (f)は 10倍に増やした場合の基底状態の相図である．
(a)と比較すると，g > g↑↓ の領域では粒子密度を増やすにつれて相 Iならびに相 IIIの領域
が広がり，逆に相 IIは現れにくくなっていることがわかる．一方で，g↑↓ > g領域において
は相 IIの領域が広がっており，相 IIIが現れにくくなっている．
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5 まとめと今後の展望
本研究では冷却ボーズ原子系の擬スピンと線形運動量，角運動量をそれぞれ合成させ，基
底状態がどのように変化していくのかについて扱った．特に，レーザーの強度や粒子密度に
加え，スピン間に働く相互作用の比率もパラメーターとして変化させていくことで，基底状
態の相図の解析を行った．その結果，SLM を合成した場合も SOAM を合成した場合も基
本的な構造は似通っており，gと g↑↓ の大きさによってストライプな相や平面波相が現れる
ことが分かった．さらに，粒子密度を変化させることでそれらの相が拡大（縮小）する傾向
を得ることができた．また，SOAM を合成させたリング系の場合は平面波の相が LG レー
ザーの角運動量に対応して離散するため，SLMを合成した一様系と比べてさらに相分離し
ていくことが確認できた．
今後の課題として離調パラメーターの導入が挙げられる．今回は常にゼロとして基底状態
を扱ったが，離調パラメーターはハミルトニアンの中で z方向にかかる磁場と同じ働きをす
るので，この値を有限にすることでアップスピンとダウンスピンのバランスが崩れ，ストラ
イプな相を始め基底状態の相図に変化が生じると思われる．特にリング状にトラップされた
系では今回と同様の変分波動関数が活用できるので，離調を取り入れることで基底状態がど
のように変化するのかを調べることができる．また，今回は LGレーザーによって BECが
タイトにトラップされている系を仮定したが，リング BECが幅や厚みを持つ場合について
も興味の対象である．
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